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1 Uvod

Premice in krivulje so v racunalniskem vidu zelo pomembne znacilke, saj opisujejo konture
(obrise oziroma obrobe) objektov na slikah. V tem delu so predstavljene metode za iskanje
premic in splosnih sklenjenih krivulj. Problem, ki ga pri tem zelimo resiti, lahko v splosnem
podamo kot:

Iskanje premic in krivulj
Na sliki z najdenimi robovi najdi vse primere iskanih krivulj (npr. premice ali elipse) ali njenih
delov (npr. daljic ali lokov elips)!

Seveda lahko is¢emo premice tudi po metodi ujemanja vzorcev (ang. template matching).
Naredimo lahko enostavno konvolucijo med sliko in mnozico mask (filtrov). Ta metoda pa ima
dve neugodni lastnosti:

1. za pravilno lokalizacijo premice potrebujemo (pre)veliko Stevilo mask in
2. naletimo na kup standardnih problemov povezanih s samimi filtri.

Pri iskanju krivulj po tej metodi pa naletimo na Se vecji problem. Zato se drzimo raje naslednje
ideje: najprej najdemo na sliki robove, nato pa na taksni sliki pois¢emo zeljene krivulje. Ta
ideja poraja dva nova pojma:

Grupiranje
Katere (robne) tocke na sliki pripadajo doloéeni krivulji na sliki?

Pomerjanje modelov (ang. model fitting)
Za podano mnozico (robnih) tock, ki predvidoma pripadajo neki ciljni krivulji, najdi najboljso
krivuljo, ki poteka kar se le da blizu vsaki tocki iz mnoZice.

Metode opisane v tem delu se ukvarjajo z obema problemoma (grupiranje - glej Houghova
transformacija, pomerjanje modelov - glej iskanje elips), primerne pa so le za iskanje premic in
enostavnih krivulj.

2 Houghova transformacija

Houghova transformacija je bila najprej namenjena iskanju kompleksnih vzorcev v binarnih
slikah, hitro pa je postala popularna metoda za iskanje premic in krivulj. Osnovna ideja trans-
formacije se glasi: “Preslikaj tezak problem iskanja vzorcev (iskanje primerov neke krivulje) v
enostaven problem iskanja vrhov v prostoru parametrov krivulje.” Metoda kot vhod zahteva sliko
z najdenimi robovi.

2.1 Iskanje premic

Za lazje razumevanje Houhgove transformacije si najprej oglejmo postopek iskanja premic:

1. Preslikaj problem iskanja premic v problem iskanja presec¢is¢ premic. Vsaka premica y =
ma +n je dolocena z dvema parametroma, parom (m,n). Torej je premica predstavljena s
tocko v ravnini mn. To ravnino poimenujemo parametri¢ni prostor oziroma akumulacijsko
polje. (Zakaj akumulacijsko polje, bomo videli v nadaljevanju.) Vsaka tocka p= [z,y]"
na sliki tako ustreza premici n = x(—m) + y v parametri¢nem prostoru. Ob spreminjanju
vrednosti spremenljivkam m in n, premica n = z(—m) + y predstavlja vse mozne premice,
ki gredo skozi tocko p na sliki. Torej premica, ki je definirana z NV kolinearnimi slikovnimi
tockami p1,...,pn, je definirana v parametri¢nem prostoru kot presecisée premic povezanih
s temi tockami (glej sliko 1).
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Slika 1: ITlustracija osnovne ideje Houghove transformacije za iskanje premic: robni tocki (10,22)
in (30,62) (a) se preslikata v premici n = —10m—+22 in n = —30m+62 v parametri¢nem prostoru
(b); koordinata presecisca teh dveh premic podaja parametra (m,n), ki opisujeta premico skozi
tocki iz (a)

2. Preslikaj problem iskanja presecisé premic v problem iskanje vrhov (ali iskanja maksi-
muma). Predstavljajte si, da razdelimo ravnino m,n v koné¢no stevilo celic, nekaksno
mrezo. Velikost celice je odvisna od natan¢nosti, ki jo potrebujemo. Vsaki celici priredimo
stevec ¢(m,n), ki ga ob inicializaciji postavimo na 0. Zaradi enostavnosti naj slika vsebuje
le eno premico (m’,n’), ki jo sestavljajo tocke p1,....pn. Za vsako tocko p; povecajmo vse
stevce v celicah, ki imajo to¢ko p; na ustrezni premici (m,n) v parametri¢nem prostoru.
Vse premice v parametri¢cnem prostoru, ki smo jih dobili na ta nacin, se sekajo v tocki
(m/,n’). V tej tocki je stevec ¢(m’,n’) = N, v vseh ostalih pa 1. Torej lahko najdemo
premico na sliki z enostavnim iskanje vrha oziroma maksimuma c¢(m’,n’) v parametri¢nem
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Slika 2: Od leve proti desni: parametra (polmer r in kot ), ki dolo¢ata premico v normalni
obliki, Sop premic skozi robni element in predstavitev Sopa premic v parametricnem prostoru

Ce hotemo zagotoviti pravilno delovanje zgornjega postopka, pa moramo biti pozorni e na
naslednje stvari, ki jih lahko poimenujemo tudi bistveni problemi Houghove transformacije:

e Zagotavljanje konc¢nosti parametriénega prostora. Oba parametra m in n lahko
zavzameta vrednosti iz intervala (—oo, 00), kar pomeni, da lahko obravnavamo le omejen
del parametri¢nega prostora, saj bi bilo sicer §tevilo celic! preveliko za iskanje v doglednem
casu. Problem bi lahko resili tako, da bi velikost celic povecali, vendar je posledica tega

1Prej omenjena mrezna razdelitev parametri¢nega prostora.



manjSa natancnost postopka, Se vedno pa ostaja tudi problem, da nismo preiskali celotnega
parametricnega prostora. Se vecji problem predstavlja dejstvo, da premic tipa = = k
(k je konstanta) v takSnem parametricnem prostoru ne moremo najti, saj so premice
n = x(—m) + y med seboj vzporedne; torej nimamo presecisc. Ce enac¢bo zapisemo
v normalni obliki r = x cos@ + ysinf oba problema izgineta?! Definicijski obmoéji obeh
parametrov r in # sta namre¢ konéni, predstavimo oziroma najdemo pa lahko tudi poljubno
premico. Na tem mestu je potrebno izpostaviti Se dejstvo, da je sedaj vsaka slikovna tocka
(oziroma Sop premic skozi njo) predstavljena v parametri¢nem prostoru kot sinusoida in
ne kot premica (glej sliko 2).

e Hkratno iskanje ve¢ premic. Slike z najdenimi robovi lahko vsebujejo veliko premic.
Da najdemo vse, lahko enostavno poiséemo vse lokalne maksimume c(m,n).

e Ucinek nelinearnih kontur. Slike z najdenimi robovi pogosto vsebujejo robne tocke,
ki ne pripadajo nobeni premici. Primer taksnih tock so na primer tocke, ki pripadajo
neki ukrivljeni konturi ali pa Sum, ki ga povzroc¢i postopek za iskanje robov. Te tocke v
parametri¢cnem prostoru povzrocijo, da imajo stevei dodatno, majhno, naklju¢no vrednost.
Posledica tega je mnozica lokalnih, Sumnih vrhov v parametri¢nem prostoru, ki jih moramo
znati lociti od tistih vrhov, ki resni¢no predstavljajo premice. To lahko na najenostavnejsi
naé¢in zagotovimo s postavitvijo ustreznega pragu vrednostim stevcev c¢(m,n).

e Sum. Zaradi predstavitve slike s slikovnimi elementi in omejene toénosti postopka iskanja
robov, se premice v parametricnem prostoru, ki ustrezajo tockam premice na sliki, ve-
likokrat ne sekajo v eni tocki. Posledi¢no robne tocke ne prispevajo le k povecanju enega
samega Stevca, ampak k povecanju vecih Stevcev v majhni okolici pravega Stevca. Torej je
vrh v parametricnem prostoru, ki opisuje premico na sliki, razprSen v tej majhni okolici.
Ta lastnost je Se bolj opazna ob prisotnosti Sumnih tock. V odvisnosti od lo¢ljivosti
parametri¢nega prostora in zahtevane natancénosti, bi lahko iskali prave parametre le z
iskanjem lokalnega maksimuma (m’,n’) ali pa kot obtezeno povprecje vrednosti (m,n) v
okolici (m/,n’), kjer velja ¢(m,n) > Tc¢(m',n’) (7 je konstanta, za katero velja 0 < 7 < 1;
smiselna vrednost je na primer 7=0,9), utezi pa dolo¢imo skladno glede na vrednosti
Stevcev.

Slika 3(a) prikazuje sinteti¢no sliko velikosti 64 x 64 slikovnih elementov, na kateri sta dve
premici. Prikazana je le podmnozica tock, ki pripadajo premicama, na naklju¢nih lokacijah
pa so prisotne tudi sumne tocke. Slika 3(b) prikazuje vrednost Stevcev v odvisnosti od
parametrov m in n v parametriénem prostoru.

o Kvantizacija. Vec¢je je akumulacijsko polje, boljsi je priblizek krivulje, vendar algoritem
potrebuje za izvrsitev vec ¢asa, in obratno, manjse je akumulacijsko polje, slabsi je priblizek
krivulje, algoritem pa potrebuje za izvrSitev manj casa.

e Prag. Kje postaviti mejo, ki doloca, katere krivulje vsebujejo dovolj elementov (robnih
tock)? Vedno je potrebno najti ustrezen kompromis.

e Vecéparametri¢ne krivulje. Akumulacijsko polje ima ve¢ dimenzij, kar ob¢utno poveca
¢asovno kompleksnost postopka.

Ker je v primeru iskanja linearnih segmentov akumulacijsko polje dvorazsezno, ga lahko
prikazemo kot sivinsko sliko, s katere so lepo razvidni vrhovi akumulacijskega polja - zanimive
premice (glej sliko 4). Vrednost posameznega polja (Stevca) v akumulacijskem polju je ponazor-
jena s svetlostjo slikovnega elementa. V sliki bolje vidimo strukturo akumulacijskega polja, ¢e

2r je velikost daljice, ki predstavlja najkrajso razdaljo od izhodisca slike do premice (torej gre za pravokotnico
na premico), 6 pa kot med abscisno osjo in omenjeno daljico.
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Slika 3: (a) sinteti¢na slika velikosti 64 x 64 slikovnih elementov, na kateri sta dve premici
in nekaj nakljuénih (Sumnih) tock, (b) vrednost stevcev v odvisnosti od parametrov m in n v
parametri¢nem prostoru (vrednost pove, koliko robnih tock pripomore k posamezni celici (m,n));
opazimo lahko, da sta maksimalna vrha ocitna, veliko pa je tudi sekundarnih vrhov

Slika 4: Od leve proti desni: vhodna slika, najdeni robovi, akumulacijsko polje in izbrane premice
na vhodni sliki

zmanjSamo skalo za velike vrednosti akumulacijskih elementov. Eden izmed moznih nacinov je,
da v sliki prikazemo kvadratni koren vrednosti akumulacijskega polja.
Sedaj lahko zapisemo algoritem za iskanje premic:

Algoritem za iskanje premic s pomocjo Houghove transformacije

Vhod naj bo binarna slika F, velikosti M x N, v kateri je vsak slikovni element E(i, j) enak 1, ¢e
gre za robni slikovni element in 0 sicer. ry in 64 naj bosta tabeli, ki predstavljata diskretizirana
intervala parametrov r in 6 (r € [0,/ M? + N2], 6 € [0,7]), R in T pa naj bosta stevili elementov
teh tabel.

1. Diskretiziraj parametra r in 6 z uporabo koraka Ar oziroma A6, tako da bo zagotovljena
ustrezna locljivost in obvladljiva velikost tabel r4 in 6.

2. Naj bo A(R,T) tabela celostevilénih Stevcev (akumulatorjev). Vse elemente tabele A
postavi na 0.

3. Za vsak robni slikovni element F(i,j) =11in za h = 1,...,T delaj:

a) izracunaj r = icosf4(h) + jsinfy(h),

b) najdi taksen indeks k, ki opisuje najblizji element r, izracunani vrednosti r,



c) povecaj A(k,h) za ena.

4. Najdi vse lokalne maksimume (kp, h;,), za katere velja A(kp, hy) > 7, kjer je 7 prag, ki ga
doloc¢i uporabnik.

Izhod je mnozica parov (rq(kp),84(hp)), ki opisujejo premice na sliki £ v normalni obliki.

Postopek lahko $e izboljsamo, ¢e poznamo oceno my(p) smeri roba skozi tocko p in pred-
postavljamo, da predstavlja mg(p) tudi smer premice skozi tocko p. To pomeni, da lahko
namesto povecanja vrednosti mnozici Stevcev na celotni premici v parametricnem prostoru,
povecamo vrednost le Stevcu na lokaciji (mg, ng). Zaradi nezaupanja v oceno povezano s smerjo
roba lahko povecamo vse Stevce na majhnem segmentu okoli lokacije (mg,ng). Velikost seg-
menta je odvisna od zanesljivosti ocene smeri roba. Na ta nacin lahko postopek Houghove
transformacije zelo pospesimo.

2.2 Iskanje krivulj

Houghovo transformacijo lahko enostavno posplosimo tako, da lahko na sliki najdemo krivulje
y = f(x,a), kjer je a=[ay,...,ap|" vektor P parametrov. Osnovni algoritem je zelo podoben
algoritmu za iskanje premic:

Algoritem za iskanje krivulj s pomocjo Houghove transformacije

Vhod naj bo binarna slika E, velikosti M x N, v kateri je vsak slikovni element E(i,j) enak
1, ¢e gre za robni slikovni element in 0 sicer. Naj bo y = f(x,a) izbrana parametrizacija ciljne
krivulje.

1. Diskretiziraj parametre ai,...,ap z uporabo ustreznega koraka, tako da bo zagotovljena
ustrezna locljivost in obvladljiva velikost parametriénega prostora. si,...,sp naj bodo
velikosti diskretiziranih intervalov.

2. Naj bo A(sy, ..., sp) tabela celostevilénih Steveev (akumulatorjev). Vse elemente tabele A
postavi na 0.

3. Za vsak robni slikovni element E(7,j) = 1 povecaj vse Stevce, ki opisujejo krivuljo defini-
rano z enacho y = f(z,a).

4. Najdi vse lokalne maksimume a,,, za katere velja A(a,,) > 7, kjer je 7 prag, ki ga doloci
uporabnik.

Izhod je mnozica vektorjev aj,...,ap, ki opisujejo krivulje na sliki E.

Kot primer si oglejmo postopek iskanja kroznic. ZapiSimo enacbo kroznice v kartezi¢nih

koordinatah:
( —20)* + (y —y0)* = .

Iz enacbe je razvidno, da potrebujemo trorazsezno akumulacijsko polje, saj je vsaka kroznica
doloCena s tremi parametri: r, zg in yg. Ceprav pa imamo tukaj opravka s trorazseznim aku-
mulacijskim poljem, lahko hitro izvajanje zagotovimo tako, da izvrSimo transformacijo le nad
zanimivimi regijami slike. Podajmo sedaj primer psevdo kode za iskanje kroznih segmentov
(tretja tocka zgornjega algoritma):



za vsak robni element F(i,j) slike/regije delaj
za xo = 1 do Sirine slike/regije delaj
za yp = 1 do wvisine slike/regije delaj
r= =20+ ( — )
zaokrozi r tako, da ustreza Zeljeni kvantizaciji
ce r < min{ Sirina sléke/regije7viéina sli2ke/7“egz’je}’ potem
poveZaj vrednost elementa (r,zg,yp) v akumulacijskem polju

Predzadnja vrstica pove, da is¢emo le kroznice, katerih polmer je najve¢ polovica Sirine
oziroma visine slike oziroma regije. S tem je zagotovljeno, da je kroznica v ve¢ini vsebovana v
sliki oziroma regiji, hkrati pa pozitivno vplivamo tudi na vsebino akumulacijskega polja; stevci
imajo manjso vrednost in opisi kroznic so bolj zgoséeni v obmoc¢ju zanimivih regij, ¢e smo se na
preiskovanje le-teh seveda omejili.

Velikost parametri¢nega prostora naras¢a eksponentno s Stevilom parametrov, s tem pa
postane postopek ¢asovno prezahteven. Ce zaradi enostavnosti predvidevamo, da imajo vsi
diskretizirani intervali velikost N, je kompleksnost izérpnega iskanja krivulje s p parametri
proporcialna NP! Ta problem predstavlja najve¢jo pomanjkljivost Houghove transformacije.
Resitev bi lahko iskali v ideji spremenljive locljivosti parametriénega prostora, saj bi lahko kom-
pleksnost postopka zmanjsali, ¢e bi parametriéni prostor razdelili bolj grobo, dale¢ od pomemb-
nih maksimumov.

2.3 Ugotovitve

Algoritem Houghove transformacije je algoritem glasovanja: vsaka robna toCka glasuje za vse
kombinacije parametrov, ki bi generirali to tocko, ¢e bi bila del ciljne krivulje. S tega stalisca
lahko na akumulacijsko polje oziroma tabelo Stevcev v parametricnem prostoru gledamo kot
na histogram. Konéno stevilo glasov ¢(m) (Stevec na koordinatah m) lahko interpretiramo kot
relativno verjetnost hipoteze “krivulja s parametri m obstaja na sliki’.

Na Houghovo transformacijo pa lahko gledamo tudi kot na algoritem ujemanja vzorcev (ang.
pattern matching): razred krivulj predstavljen v parametri¢nem prostoru je razred vzorcev. Kot
ze omenjeno, je Houghova transformacija ucinkovitej$a od postopka neposrednega primerjanja
vzorcev (ang. template matching), ki predstavlja primerjavo vseh moznih primerov ciljnega
vzorca z vhodno sliko.

Izpostavimo pozitivne lastnosti Houghove transformacije:

e Ker so vse robne tocke obdelane neodvisno, se algoritem uspesno spopada z okluzijo (s
tem mislimo na lastnost, da se najveckrat pravi maksimumi v parametri¢nem prostoru ne
mesajo oziroma zamenjujejo s tistimi, ki jih povzroé¢i sum v sliki). To seveda velja, ¢e Sum
ne povzroca taksnih maksimumov kot so tisti, ki predstavljajo najmanjse krivulje.

e Postopek je relativno neobéutljiv na Sum, ker je malo verjetno, da bi vse Sumne robne
tocke vplivale na le en Stevec, ali na le neko majhno stevilo Stevcev.

e V enem prehodu skozi sliko postopek odkrije vse primere iskane krivulje.

Najverjetneje je najvecja omejitev Houghove transformacije naglo poveéevanje iskalnega casa
ob vecanju Stevila parametrov ciljne krivulje. Problem predstavljajo tudi neciljne krivulje na
sliki, ki lahko povzro¢ijo lazne maksimume (vrhove) v parametri¢nem prostoru: na primer iskanje
premic je lahko neuspesno, ¢e so na sliki prisotne kroznice z majhno ukrivljenostjo.

3 Pomerjanje elips

Najprej namenimo nekaj besed problemu pomerjanja modelov (ang. model fitting). Predvideva-
jmo, da vemo, da nekateri slikovni elementi lezijo na premici. Zaradi predstavitve slike s slikovn-



imi elementi in napak, ki so prisotne zaradi nacina zajema slike in postopka iskanja robov, ne
obstaja premica, ki gre skozi vse tocke. Torej moramo poiskati najboljsi kompromis med danimi
tockami in idealno premico. Zapisimo enabo premice a®x=ax+by+c=0 in poiséimo vektor
parametrov ag, ki opisuje premico, ki poteka kar se da blizu vsaki tocki. Vektor ag izracunamo
s pomocjo funkcije razdalje D med premico in mnozico slikovnih elementov (robnih tock), tako
da pois¢emo minimalno vrednost D pri vseh moznih vrednostih vektorja a. Najveckrat je D
kvadrirana razdalja, iskanje vektorja ag pa tako predstavlja iskanje resitve problema najmanjsih
kvadratov.

Veliko objektov je v dvorazseznem prostoru zgrajenih iz kroznih delov, ki so na intenzitetnih
(sivinskih) slikah skoraj vedno predstavljeni z elipsami. Prav zaradi tega so algoritmi za iskanje
elips zelo uporabno orodje v ra¢unalniSkem vidu. Algoritmi za iskanje elips, omenjeni v tem
poglavju, zahtevajo na vhodu sliko z najdenimi robovi, na izhodu pa dobimo enacbo elipse, ki se
najbolje prilega vsem robnim to¢kam. Predvidevajmo torej, da smo nasli mnozico robnih tock,
ki najverjetneje pripadajo isti elipsi. Problem, ki ga zelimo resiti, lahko v sploSnem podamo kot:

Iskanje elips
Naj bodo p1,...,pN mnoZica robnih elemetov (p; = [z;,yi|T), x= [22, 22y, 92, 22, 2y, 1]T, p= [z, y]T
m

T

f(p,a) = xTa = ax? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0

implicitno zapisana enacba elipse®, dolocena z vektorjem parametrov a= [a,b,c,d, e, f]*.
Poiséci taksen vektor parametrov ag, ki bo najbolje opisoval elipso skozi vse podane robne tocke
v smislu najmangsih kvadratov:

N
mgnZ[D(piaa)P? (1)
i=1

kjer je D(pj,a) primerna funkcija razdalje.

In kaksna je primerna funkcija razdalje? Na to vprasanje lahko podamo dva odgovora:
Evklidova razdalja in algebrai¢na razdalja!

3.1 Evklidova razdalja

Prva ideja predlaga iskanje minimuma Evklidove razdalje med elipso in podanimi tockami.
Enacbo (1) lahko torej zapisemo kot

N
min ) [|p — pill*, (2)
=1

pri ¢emer p pripada elipsi f(p,a)=0.

Geometrijsko izgleda Evklidova razdalja kot najprimernejSa, vendar pa, na zalost, vodi le
k pribliznemu, numericnemu algoritmu. Kako to? Izhajajmo iz Lagrangeovega obrazca za
iskanje interpolacijskega polinoma in posku$ajmo resiti problem podan v enacbi (2). Defini-
rajmo funkcijo

L=3(Ip~pill* ~22/(p.))

in postavimo g—g = g—§ = 0, kar nas pripelje* do

P —pi = AVf(p,a). 3)

Ker ne poznamo vrednosti p, jo poskusamo izraziti kot funkcijo izrac¢unljivih koli¢in. Da
lahko to naredimo, moramo vpeljati dve aproksimaciji:

3Pravzaprav enacba za f(p,a) v resnici predstavlja splogno enacbo krivulj drugega reda (stoZernic). O tem
bomo spregovorili nekoliko ve¢ kasneje.
4Celotna izpeljava je podana v dodatku A.



1. V obzir vzamemo aproksimacijo prvega reda
0= f(p,a) ~ f(pi,a) + [p — pi] "V (pi,a). (4)

2. Predvidevajmo, da je p; dovolj blizu krivulji, tako da lahko zapisemo V f(p,a) ~ V f(p;, a).

Na podlagi druge tocke lahko enacbo (3) zapisemo kot

P —Ppi = AVf(pia),
ki nam vstavljena v enacbo (4) da

_ _f(piaa)
IVf(pi,a)|?

Ce sedaj dobljeno enacébo vstavimo v enacbo (3), dobimo resitev, ki smo jo iskali:

)
Ip =Pl = 1T e

Zgornja enacba nam sedaj omogoca zamenjavo neznane koli¢ine ||p—p;|| v enacbi 2 s funkcijo,
ki jo znamo izracunati. ZapiSimo algoritem:

Algoritem za iskanje elips s pomocjo Evklidove razdalje

Vhod naj bo mnozica N slikovnih toc¢k pi,...,pn. Uporabimo oznac¢be podane v opisu problema
iskanja elips.

1. Postavi a na za¢etno vrednost® ag.

2. Izhajaj iz zacetne vrednosti ag in izvrsi postopek numeri¢éne minimizacije nad

N

|f(pi,a
“““Z <[V (pira >\|2

Izhod je vektor a,,, ki opisuje najbolje prilegajoco se elipso.

In kako ucinkovit je podan algoritem? Zadovolji nas le delno. Izhajali smo iz najboljse
mozne, prave (Evklidske) razdalje, vendar smo bili prisiljeni uporabiti aproksimaciji, ki sta nas
pripeljali do nelinearne minimizacije, ki jo lahko reSimo le numeri¢éno. Postopek nam celo ne
jaméi, da bomo kot reSitev dobili krivuljo elipse! Dobimo lahko katerokoli krivuljo drugega
reda® (stozernico), saj nismo vektorja parametrov a nikakor omejili! Poleg tega naletimo na
standardne probleme postopka numeri¢ne optimizacije, med katerimi sta najbolj pereca iskanje
zatetne vrednosti ag in globalnega minimuma’.

Torej, ¢e prava (Evklidova) razdalja zahteva aproksimaciji in numeri¢no optimizacijo, ali
lahko mogoc¢e najdemo priblizno razdaljo, ki bi nas pripeljala do resitve brez zahtev po nadaljnih
aproksimacijah? Odgovor je pritrdilen, postopek pa je podan v naslednjem poglavju.

®Razumna zagetna vrednost je resitev algoritma podanega v poglavju 3.2.

5Ta lastnost ni nujno le slaba, saj nam podan postopek omogoca iskanje splosnih krivulj drugega reda
(stozernic), zavedati pa se moramo, da je lahko rezultat iskanja krivulja, ki je nismo pri¢akovali oziroma iskali!

"Kako zagotoviti, da postopek ne obti¢i v lokalnem minimumu?
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3.2 Algebraic¢na razdalja

Definicija algebrai¢ne razdalje
Algebraiéna razdalja tocke p od krivulje f(p,a) =0 je enostavno kar |f(p,a)|.

Algebraicna razdalja je drugaéna od prave geometrijske razdalje med krivuljo in toc¢ko. Torej
smo na tem mestu vpeljali aproksimacijo, ki pa je edina na katero bomo naleteli, saj z uvedbo al-
gebrai¢ne razdalje spremenimo problem (1) v linearni problem, ki ga lahko resimo brez nadaljnih
aproksimacij.

Spremenjena enacba problema (1) ima sedaj naslednjo obliko:

N

N
m;nz; |f(pi,a)]* oziroma m;nz; xlal?. (5)
1= 1=

Da se izognemo trivialni resitvi a=0, moramo a omejiti. Izberemo taksno omejitev, ki prisili
resitev, da opisuje elipso:

D =b* —4ac=a"Ca= —1, (6)
[0 0 —2 0 0 0]
0 1 0 0 0 O
-2 0 0 0 0 O

C= 0 0 0 0 0 Oof° (7)
0o 0 0 0 0 O
0 0 0 00 0

Opazimo lahko, da lahko na zgornjo omejitev® gledamo kot na normalizirano razli¢ico splogne
omejitve D = b? — dac < 0 (diskriminanta mora biti negativna), ki zagotavlja elipso.
Sedaj zapisimo enacbo (5) kot

min |laTXTXa| oziroma min |a’Sa]|, (8)
2 2
7 2my1 yr 2z1 2y1 1

X — x5 2w2ys y% 2z 2y 1| ()

a3, 2zNyn yv 22N 2yn 1

Po terminologiji metode najmanjsih kvadratov z omejitvami, X poimenujmo matrika nacrta,
S=XTX razsirjena matrika in C matrika omejitve. Ponovno uporabimo Lagrangeov obrazec, ki

nam problem (8) prevede na
Sa = ACa. (10)

Prisli smo do t.i. posploSsenega problema lastne vrednosti. Dokazemo lahko, da je resitev ag
lastni vektor, ki ustreza edini negativni lastni vrednosti®. Zapisimo algoritem:

Algoritem za iskanje elips s pomocjo algebraicne razdalje

Vhod naj bo mnozica N slikovnih toc¢k pi,...,pn. Uporabimo oznac¢be podane v opisu problema
iskanja elips.

1. Sestavi matriko nac¢rta X, kot je to zapisano v (9).

2. Sestavi razsirjeno matriko S=XTX.

80mejitev spada med t.i. kvadratiéne omejitve.
9Glej dodatek B.
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3. Sestavi matriko omejitve C, kot je to zapisano v (7).

4. 7 numeri¢nim postopkom izrac¢unaj lastne vrednosti posploSenega problema lastne vred-
nosti. Edino negativno lastno vrednost oznac¢imo z A, .

Izhod je vektor ag, ki opisuje najbolje prilegajoco se elipso, dobljeno iz lastnega vektorja
povezanega z lastno vrednostjo \.

Slika 5 prikazuje resitve algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje ob naras¢ajoci
koli¢ini Gaussovega Suma.

Sgmaetiy | [ 5mmm"| I Sigma=iiis TBigme=nid |

 —] | e
- / | | el 3] ', -

|/ - Iars a i

i N / i . - F4 __.-"'- | ’ _par¥
I S B

Slika 5: Resitve algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje ob naraséajoci koli¢ini
Gaussovega Suma,; slike od leve proti desni vsebujejo od 3% do 20% Suma v podatkih (Sigma
(o) predstavlja standardno odstopanje)

Zgornji algoritem kaze nagnjenost k regitvam majhne ekscentricnosti'®. To lastnost imajo vse
metode, ki uporabljajo algebrai¢no razdaljo. Lai¢no povedano to pomeni, da ima algoritem raje
debele elipse kot suhe elipse, kar je lepo razvidno iz slike 6. Ponazorimo to trditev z geometrijsko
interpretacijo algebrai¢ne razdalje:

= o o . P o
= ‘._.- i ﬁ."\-l_\. W .:ﬂ.-f-""_l_ H-‘-.h'h ] I-I'?" -""-h_‘ " b il i -
1 oo " S 4 . "o
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|
-

i
LA e & 8 E1
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Slika 6: Ilustracija nagnjenosti algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje k
reSitvam majhne ekscentricnosti. Algoritem je na vhodu dobil 20 tock, ki so opisovale polovico
elipse in so bile uniformno oddaljene med seboj glede na os x, hkrati pa so vsebovale razli¢no
stopnjo Gaussovega Suma ob konstantnem standardnem odstopanju (0=0.08, kar je priblizno
10% velikosti manjse polosi). Opazimo lahko, da je najdena resitev (polna krivulja) vedno
“debelejsa” od prave resitve (¢rtkana krivulja).

10K aj je ekscentriénost objekta? Objekt nima srednje tocke v svojem srediéu; izsredinjenost. Z geometrijskega
stalis¢a s pojmom linearna ekscentri¢nost elipse podajamo oddaljenost goris¢a od sredisca.
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Slika 7: Tlustracija razdalj r in d pri geometrijski interpretaciji algebrai¢ne razdalje ). Pri
enakosti razdalj d, je vrednost @) vecja za tocko Py kot za tocko Py

Geometrijska interpretacija algebraiéne razdalje
Recimo, da tocka p; ne lezi na elipsi f(p,a) = 0. Algebraicna razdalja f(pi,a) je proporcialna

vrednosti
2
frg 1 —_ _—
@ [(r + d)Q] ’

kjer je r razdalja od sredisca elipse do elipse po premici, ki gre skozi tocko p;, d pa je razdalja
od elipse do tocke p; po isti premici (slika 7).

Za konstanten, opredeljen d je @) maksimalen v preseciscu elipse s svojo manjso osjo (podobno
velja za tocko P9 na sliki 7) in minimalen v preseciicu elipse s svojo vecjo osjo (podobno velja za
tocko P na sliki 7). Torej algebrai¢na razdalja poda maksimalne vrednosti opazovanim tockam
okoli poloznih delov elipse, minimalne vrednosti pa opazovanim toc¢kam okoli najbolj ukrivljenega
dela elipse. Kot posledica, algoritem, ki temelji na geometrijski interpretaciji algebrai¢ne razdalje
Q, verjame, da je veCina podanih tock zgosSc¢enih okoli poloznega dela elipse. To se odraza v
resitvi tako, da le-ta opisuje “debelejso” elipso.

3.3 Ucinkovito iskanje elips

Ali ste se ze vpraSali od kod sploh dobimo mnozico N slikovnih to¢k pi,....pn7 V realnih
aplikacijah, kjer ta informacija ni vnaprej podana, predstavlja iskanje teh tock tezek problem.
V nekaterih primerih lahko te tocke enostavno podamo roéno. Ce pa to ni sprejemljiv postopek,
smo bolj ali manj odvisni od algoritma, ki nam resi problem grupiranja, z zagotovitvijo urejenega
spiska robnih tock, na primer verizne kode.

V obeh primerih obstaja velika verjetnost, da so v mnozici tock tudi taksne tocke, ki ne
podpirajo statisti¢cne predpostavke cenilca (¢loveka ali nekega algoritma). V naSem primeru je
taksna toCka na primer robna tocka, za katero napacno predvidevamo, da pripada elipsi. Oba
do sedaj omenjena algoritma za iskanje elips gledata, v smislu cenilcev po metodi najmanjsih
kvadratov, na mnozico vhodnih tock kot na tocke, ki pripadajo krivulji. Torej lahko Ze nekaj
tock, za katere napa¢no predvidevamo, da pripadajo elipsi, rezultat algoritma moc¢no poslabsa!

S pojmom uéinkoviti cenilci? oznaéujemo metode, ki taksne tocke tolerirajo. Ucinkovita
razdalja, ki najveckrat daje dobre rezultate je absolutna vrednost. Uporabimo jo v algoritmu:

Hnterpretacija velja za vse krivulje drugega reda (stozernice). Za hiperbolo je sredisce presecisce asimptot, za
parabolo pa je sredisc¢e v neskonénosti.
2Kratka (in jedrnata) predstavitev u¢inkovitih cenilcev je podana v dodatku C.
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Algoritem za ucinkovito iskanje elips

Vhod naj bo mnozica N slikovnih toc¢k pi,...,px. Uporabimo oznac¢be podane v opisu problema
iskanja elips.

1. Resitev algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje oznaci z ag.

2. Izhajaj iz zacetne vrednosti ag in izvrsi postopek numeri¢ne minimizacije nad
N
min g Ixial.
a
i=1

Izhod je vektor a,,, ki opisuje najbolje prilegajoco se elipso.
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Slika 8: Primerjava reSitev algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje in algo-
ritma za ucinkovito iskanje elips, kjer vhodna mnozica toc¢k vsebuje okoli 20% taksnih tock, za
katere napac¢no predvidevamo, da pripadajo elipsi; s krogci so oznaceni robni slikovni elementi,
zvezdice prikazujejo resitev algoritma za ucinkovito iskanje elips, polna krivulja prikazuje resitev
algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje in pike pravo (resni¢no) krivuljo

Slika 8 ilustrira problem, ki ga algoritmu za iskanje elips s pomocjo algebraitne razdalje
povzrocijo tocke, za katere napa¢no predvidevamo, da pripadajo elipsi in nam omogoca primer-
javo reSitev algoritma za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje in algoritma za u¢inkovito
iskanje elips. Robne tocke vsebujejo tudi veliko Gaussovega Suma. Algoritma sta na vhodu
dobila 40 tock, ki so opisovale polovico elipse in so bile uniformno oddaljene med seboj glede
na os x, hkrati pa so vsebovale razli¢no stopnjo Gaussovega Suma ob konstantnem standardnem
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odstopanju (0=0.05, kar je priblizno 7% velikosti manjse polosi b). Okoli 20.% tock sta bili
predhodno spremenjeni koordinati tako, da se jim je dodalo uniformno odstopanje z intervala
[—b,b]. S tem smo dobili tocke, za katere napacno predvidevamo, da pripadajo elipsi. Opazimo
lahko, da algoritmu za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje te tocke povzrocajo hude
probleme, algoritem za ucinkovito iskanje elips pa taksne tocke uspesno tolerira.

3.4 Ugotovitve

Ce vhodna mnozica tock vsebuje malo §uma, predstavlja algoritem za iskanje elips s pomoéjo
algebrai¢ne razdalje dobro izbiro. Ce je vhodna mnozica tock zelo Sumna, ne smemo podcenje-
vati ekscentri¢nosti najboljse resitve. V primeru zelo Sumnih podatkov predstavlja dobro izbiro
algoritem za iskanje elips s pomoc¢jo Evklidove razdalje, pri ¢emer izhajamo iz resitve agy algo-
ritma za iskanje elips s pomoéjo algebrai¢ne razdalje. Ce je v vhodni mnozici prisotnih veliko
tock, za katere napacéno predvidevamo, da pripadajo elipsi, resitvi obeh algoritmov (algoritma
za iskanje elips s pomoc¢jo Evklidove razdalje in algoritma za iskanje elips s pomoc¢jo algebrai¢ne
razdalje) ne zadovoljita nasih pricakovanj. V taksnem primeru predstavlja dobro izbiro algo-
ritem za uc¢inkovito iskanje elips, pri ¢emer izhajamo iz reSitve agy algoritma za iskanje elips s
pomodcjo algebraicne razdalje. Ce predstavlja hitrost najvecji problem, potem moramo upora-
biti algoritem za iskanje elips s pomocjo algebrai¢ne razdalje. Na tem mestu predvidevamo, da
imamo na voljo uc¢inkovit paket (algoritem, knjiznico ali program) za resevanje problema iskanja
lastnih vrednosti.

Kvantitativna razlaga pojmov malo suma in veliko suma je odvisna od Stevila tock, gostote
tock na sami elipsi, statisti¢ne porazdelitve tock in prisotnosti Suma. Algoritem za iskanje elips
s pomocjo algebraicne razdalje naj bi dajal dobre rezultate, ¢e ima na voljo ve¢ kot 10 tock,
ki opisujejo polovico elipse in so le te uniformno oddaljene med seboj glede na os z, hkrati pa
lahko vsebujejo Gaussov Sum, ki lahko povzroci standardno odstopanje do najvec¢ 5% velikosti
manjse polosi.
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Dodatki

A Uporaba Lagrangeovega obrazca

V poglavju 3.1 smo uporabili Lagrangeov obrazec za iskanje interpolacijskega polinoma in
poskusali resiti problem podan v enacbi (2). Definirali smo funkcijo

N

L=> (Ip-pil* - 2)f(p,a))

=1

in postavili % = g—i = 0, kot nam to narekuje postopek iskanja interpolacijskega polinoma. Clen

2\ f(p,a) lahko poimenujemo optimizacijski clen, parameter A pa optimizacijski parameter.

p je tocka na elipsi, ki je najblizja tocki p;, zato lahko tocko p za vsako tocko p; posebej
zapisemo kot p=[z, y|T=r;=[z;, w;]T. Torej sta vrednosti p; in r; medsebojno odvisni. L lahko
tako v splosnem zapiSemo kot

N

L= Zg(ziawhxiayiaav b7 C, d767f7A)'
—— N ————

=l p=r a

Sedaj preoblikujmo L:

N

2
L=2 ((\/((x —w) (- yi)2)> — 2\ (az? + 2bay + cy? + 2dx + 2ey + f)) =

1

]

|
.MZ

(((:1: —z:)2 + (y — yi)?) — 2\ (ax? + 2bzy + cy? + 2dz + 2ey + f))

=1

in zapiS§imo parcialna odvoda:

8_L _ a_L _ ag(ziawiaxiayiaav b7 ¢, d7evf7 )‘)
or 0z 0z

= 2(z — i) — 2X(2az; + 2bw; +2d) =0

8__[/ . oL . 89(22',wiaxiayi7a7b7c7d)evf7)\)
oy N ow; N Ow;

V splosnem torej velja:

= 2(w; — yi) — 2A(2cw; + 2bz; + 2¢) = 0.

r —x; = M2az + 2by + 2d)
y—yi = AN2cy + 2bx + 2¢) ’

kar nas (Ce ti dve enacbi zdruzimo) pripelje do vektorskega zapisa
r—x;| | [2ax+ 2by +2d
y—vi| | 2cy+2bx+ 2|’

ki je ekvivalenten zapisu
P—Pi= )‘vf(pva)v
kjer je
_[of oF r
vIi= [896’ dy]
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B Resitev posplosenega problema lastne vrednosti

Ce par'® (\;, ;) predstavlja resitev enacbe (10), potem jo predstavlja tudi par (\;, pu;) za vsak
i, s pomoéjo enacbe (6) pa lahko najdemo vrednost j; iz p2u; T Cu; = —1:

-1 -\
;= — _ 11
H \/uiTCui \/uiTSui ( )

Ob upostevanju omejitve podane v enacbi (6), ag = p;u; predstavlja resitev enacbe (10).
V splosnem lahko imamo do Sest realnih resitev (Sest parov (\;,u;)). Vsaka resitev predstavlja
lokalni minimum, ¢e je ulomek pod korenom enacbe (11) pozitiven. V splosnem je S pozitivno
definitna, torej je u;TSu; vedno pozitivna vrednost za vsak w;. Kvadratni koren tako obstaja
le, ¢e \; < 0, kar pomeni, da mora imeti resitev enac¢be (10) negativno lastno vrednost. Matrika
omejitve (7) ima le eno negativno lastno vrednost, kar pomeni, da imamo le eno samo resitev.

C Ucinkoviti cenilci in pomerjanje modelov

V tem poglavju je predstavljenih nekaj osnovnih konceptov, ki stojijo za pojmom wucinkoviti
cenilci, povdarek pa je na t.i. M-cenilcih!*. Omejimo se na razlago naslednjih vprasanj:

e Zakaj lahko s stalisca statistike na metodo najmanjsih kvadratov gledamo kot na cenilca
maksimalne verjetnosti?

e Zakaj metoda najmanjsih kvadratov daje toliko slabSe rezultate ob prisotnosti tock, za
katere napacno predvidevamo, da pripadajo elipsi (lahko poljubni krivulji)?

e Zakaj cenilec, ki temelji na absolutni vrednosti, tolerira tocke, za katere napacno pred-
videvamo, da pripadajo elipsi, bolje kot metoda najmanjsih kvadratov? (Glej poglavje
3.3.)

Metoda najmanjsih kvadratov kot cenilec maksimalne verjetnosti

Na voljo imamo N robnih slikovnih elementov p; = [mi,yi]T, 1 = 1,..., N, in model krivulje
y = f(x,a), kjer je a vektor parametrov, f pa znana funkcija. Predvidevajmo, da vsebujejo
tocke doloc¢eno stopnjo Suma. Dobro poznana ocena vektorja parametrov ag, s pomocjo katerega

funkcija f(x,ap) najbolje interpolira vhodne podatke, v smislu najmanjsih kvadratov, je

N
~ i e a)l?
ag = min Eﬂ lyi — f(zi, )" (12)

Ob prepostavki o koli¢ini Suma v podatkih, hoc¢emo pokazati, da je ag vektor parametrov, ki
maksimizira verjetnost, da so podatki Sumna razlic¢ica krivulje f(z,a).

Od kod pa sploh dobimo zgornjo enacbo in na kakSnem principu temelji? Odgovor nas
pripelje do pojma cenilec maksimalne verjetnosti. Ob podani mnozici vrednosti x; in y;, nam
intuicija pove, da so dolo¢eni konkretni vektorji a malo verjetni (tisti, ki vstavljeni v enacbo
krivulje f(z,a) nikakor ne opisujejo robnih tock), medtem ko so drugi lahko zelo verjetni (tisti,
ki dobro opisujejo robne tocke). Kako bi lahko kvantificirali ta intuitivni obc¢utek? Kako lahko
izberemo parametre, ki imajo veliko verjetnost, da so pravi? Vprasanje: “Kaksna je verjetnost,
da je nek konkreten vektor a iskana reSitev?”, je povsem neumestno, saj taksne verjetnosti ne
znamo oceniti. Razlog za to je, da ne obstaja nek statisticen prostor modelov iz katerih bi

13)\; je lastna vrednost, u; pa lastni vektor.

Y M oznaguje t.i. cenilce maksimalne verjetnosti (ang. mazimum likelihood estimators), za katere je znacilno, da
imajo modeli, ki jih is§¢emo, M parametrov. M-cenilci so najpomembnejSa skupina ucinkovitih cenilcev, obstajata
pa Se dve drugi skupini: L-cenilci in R-cenilci. Osnovo M-cenilcev podaja enacba (13).
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lahko dobili parametre. Na razpolago imamo le en model, tisti pravi, in statisticen prostor
podatkovnih mnozic, ki jih dobimo iz tega modela.

S tem v mislih lahko vprasanje postavimo drugace: “Kaksna je verjetnost, da bi dobili vhodno
podatkovno mnozico, ¢e poznamo konkretne parametre?” Ce y; zavzema zvezne vrednosti, bo
verjetnost vedno enaka ni¢, razen ¢e vsaki tocki dodamo frazo plus ali minus Ay. Vzemimo
torej to frazo v zakup. Ce je verjetnost, da bi dobili vhodno podatkovno mnozico zelo majhna,
potem lahko zaklju¢imo, da trenutni konkretni parametri niso ustrezni. Intuicija nam pove, da
podatkovna mnozica ne bi smela biti neverjetna za pravilne vrednosti parametrov.

Z drugimi besedami, istovetimo verjetnost pojavitve podatkov ob podanih parametrih (kar
znamo izraCunati) z verjetnostjo parametrov ob podanih podatkih. In ta istovetnost temelji
zgolj na intuiciji; nima matemati¢ne osnove.

Ko enkrat sprejmemo to istovetnost, smo le Se korak od najboljsih moznih parametrov, ki
jih dobimo z iskanjem maksimalne verjetnosti (podobnosti). Ta na¢in ocenjevanja parametrov
imenujemo tudi ocenjevanje maksimalne verjetnosti.

Sedaj se lahko vrnemo k enacbi (12). Predvidevajmo, da ima vsaka koordinata y; neko
napako, ki je povsem naklju¢na, neodvisna in porazdeljena po normalni (Gaussovi) porazdelitvi
okoli pravega modela y = f(z,a). Predvidevajmo tudi, da so standardna odstopanja o teh
normalnih porazdelitev enaka za vse vhodne podatke. Potem je verjetnost P, da vsi vhodni
podatki padejo v Ay obmocje prave vrednosti, ob podanem parametricnem vektorju, enaka

_i—f(z,2)" f(I 2))?
P x H ( Ay) (13)

Da dobimo enacbo (12) iz enacbe (13) moramo le Se maksimizirati ena¢bo (13), kar pa
je ekvivalentno iskanju maksimuma logaritma te enac¢be oziroma iskanju minimuma negativne
vrednosti logaritma te enacbe:

2
—logP = [Z M] — Nlog Ay,

kjer lahko v postopku minimizacije konstante o, N in Ay ignoriramo.

Pokazali smo torej, da je metoda najmanjsih kvadratov cenilec maksimalne verjetnosti,
¢e so napake v podatkih neodvisne in normalno porazdeljene ob konstantnem standardnem
odstopanju.

Prisotnost tock, za katere napacno predvidevamo, da pripadajo krivulji

Ker smo predvidevali, da je Sum v podatkih Gaussov, se verjetnost, da Sumna tocka lezi v
obmocju razdalje d od prave tocke, naglo manjsa z d. Posledi¢no metoda najmanjsih kvadratov
verjame, da vecina tock lezi znotraj intervala nekaj standardnih odstopanj od pravega, vendar
neznanega modela. Recimo sedaj, da podatki vsebujejo nek majhen odstotek tock, ki nikakor
ne morejo pripadati krivulji'®, kateri pripadajo ostale tocke. Recimo tudi, da te totke niso
konsistentne z Gaussovo hipotezo. Ob pomankanju podrobnejse informacije metoda najmanjsih
kvadratov verjame, da so tudi te toc¢ke blizu pravega modela. Te tocke lahko na koncu povzrocijo,
da je resitev zelo razlitna od pravega modela. To pa je povsem nesprejemljivo.

Uporaba absolutne vrednosti

Bistvo problema metode najmanjsih kvadratov je, da se normalna (Gaussova) porazdelitev naglo
manjSa, ko d postane vecji od . Resitev lahko iS¢emo v porazdelitvi Suma, ki ne izgine tako hitro

15Razlogov, zakaj so te tocke med podatki, je lahko veliko. Zapisimo le nekaj moznih: mogoce zaradi nihanja
napetosti v ¢asu meritve, lahko je nekdo premaknil (stresel) aparaturo ali pa je enostavno nekdo zapisal napacen
podatek.
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kot Gaussova; torej taksno, ki predvideva veéjo verjetnost pojavljanja tock, za katere napacno
predvidevamo, da pripadajo neki krivulji. Primer taksne porazdelitve je dvostrana eksponentna
porazdelitev (ang. double / two-sided exponential distribution)'®

| yi—f(z4,2)
o

Verjetnost{d} = Verjetnost{y; — f(x;,a)} xe

Verjetnost P sedaj zapisemo kot
N —
P x H (e
i=1

Iz istega razloga, ki nas je popeljal od enacbe (13) do enacbe (12), pridemo iz enacbe (14)
do ucinkovitega cenilca maksimalne verjetnosti

yi—f(xq,a)
(o4

Ay) . (14)

N
m;nzg lyi — f(x;,a)l.
1=

Vidimo torej, da je v tem primeru povpreéno absolutno odstopanje (ang. mean absolute
deviation) cenilec maksimalne verjetnosti. Repa porazdelitve sta tukaj asimptoti¢no veliko ve¢ja
kot pri normalni (Gaussovi) porazdelitvi.

Cena, ki jo moramo placati zaradi uporabe absolutne vrednosti je, da moramo za iskanje
resSitve najveckrat uporabiti numeri¢ne metode, ki sicer niso potrebne.

1Podoben rezultat dosezemo tudi z Cauchyijevo ali Lorentzovo porazdelitvijo.
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