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1 Uvod

V seminarski nalogi je predstavljen postopek 3D rekonstrukcije z vidika pro-
jektivne geometrije. Najprej je izpeljan postopek formacije slike v kameri,
kjer izpostavimo tudi pomembne relacije za postopek rekonstrukcije. Ker
delamo rekonstrukcijo na podlagi dveh slik, je v naslednjem poglavju opisan
stereo sistem. Tukaj izpeljemo epipolarno omejitev, preslikavo v normal-
iziran koordinatni sistem, odmik kamere na podlagi korespondence tock in
samo rekonstrukcijo 3D tocke.

2 Formacija slike

Oznaéimo s P matriko reda 3x4, ki predstavlja projektivno transformacijo iz
3D svetovnega koordinatnega sveta v 2D koordinatni sistem slike. Oglejmo
si postopek izpeljave matrike 13, ki jo imenujemo tudi matrika perspektivne
projekcije ter njeno uporabo pri formaciji slike:

Na vrednost P vplivajo trije dejavniki:

e vrednost osnovne matrike perspektivne projekcije
e notranji parametri kamere in
e zunanji parametri kamere.

Notranje in zunanje parametre kamere dobimo ob kalibraciji sistema.

2.1 Vrednost osnovne matrike perspektivne projekcije

R

slika

akran

abjakt

Slika 1: Nastanek slike v tockasti kameri.

Oglejmo si sistem s slike 1. Sistem sestavljata dva ekrana, prvi pa vsebuje
tockasto luknjo v sredis¢u. Skozi to tocko prehajajo svetlobni zarki, ki jih



oddaja objekt ali pa so od njega odbiti. Tako na drugem ekranu dobimo
invertirano sliko tega objekta.

M

Slika 2: Model tockaste kamere.

Na podlagi tega sistema lahko zgradimo geometrijski model tockaste
kamere (ang. pinhole camera) (slika 2). Model je sestavljen iz slikovne
ravnine R in operacije perspektivne projekcije: 3D tocka C, ki predstavlja
opti¢ni center kamere in je od slikovne ravnine R oddaljena za razdaljo f
(goriséna razdalja opti¢nega sistema), je uporabljena pri preslikavi 3D tocke
M v 2D tocko m tako, da poiStemo presecCisce premice, ki je definirana s
tockama M in C, s slikovno ravnino R.

Na tem mestu pa definirajmo Se en pojem za lazje razumevanje nadalnje
snovi: Opti¢na os je premica, ki gre skozi opti¢ni center in je pravokotna na
slikovno ravnino R.

T
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Slika 3: Goris¢na ravnina F je vzporedna s slikovno ravnino R in je od nje
oddaljena za goristno razdaljo (ang. focal length) f.



Iz slike 3 je razvidno, da relacija med koordinatnim sistemom slike in 3D
prostorom (je oc¢itna, ampak) ni linearnal:

TETy ®)

Ce uporabimo projektivne oziroma homogene? koordinate, relacija postane
linearna:

U ~f 0 007"
vi=| 0o —fool]|? (2)
S o o0 10]]|°%
1
in velja:
U 1%
U—g,v—g,s#o. (3)

Kaj pa se zgodi, ¢e je z = 07 Tocka M, ki lezi na gori§éni ravnini
F, nima svoje preslikave na slikovni ravnini R zato, ker je premica, ki je
definirana s totkama M in C, vzporedna s slikovno ravnino R, torej je
ne seka! Ce govorimo projektivno, jo seka v neskonénosti; S=0 je enacba
premice v neskonénosti slikovne ravnine R.

Enacba (2) je zapisana s homogenimi koordinatami (U, V,S) totke m,
torej je definirana do multiplikativnega faktorja natan¢no. Je torej projek-
tivna, zato jo lahko zapisemo z uporabo homogenih koordinat (X,Y, Z,T)
tocke M:

U —f 0 00 ;(
V|= 0 —f 0 0 7 |
S 0 0 10 T
kar lahko v matri¢ni obliki zapiSemo kot:
m=PM, (4)

kjer je m = [U,V, ST, M = (X,Y,Z,T%, P pa je osnovna matrika perspek-
tivne projekcije.

Na kamero lahko gledamo kot na sistem, ki izvede linearno projektivno
transformacijo iz projektivnega prostora P2 na projektivno ravnino P2. To
je le eden izmed mnogih primerov, kjer se s pomocjo projektivne geometrije
stvari poenostavijo: namesto, da se ukvarjamo z nelinearnimi enacbami (kot

1z slike 3 je razvidno tudi, da je tocka m = (u, v) na ravnini slike tudi tocka v prostoru,
katere koordinate so msp = (u,v,—f).

27a projektivne oziroma homogene koordinate velja, da skaliranje ne vpliva na njih:
(X,Y,Z) = (AX,A\Y, \Z).



v primeru enacbe (1)), lahko uporabimo linearno relacijo (kot v primeru
enacbe (2)) in izkoristimo moé¢ linearne algebre. ~
Zapisimo geometrijsko interpretacijo vrsticnih vektorjev matrike P:

AT T

- 01 q; q14
P=|Qf | =|al e, )
T a3 g

kjer je Qi, i = 1,2, 3, vektor velikosti 4x1 in QZT = [al qi]. Vsak vektor
predstavlja projektivno ravnino z enac¢bo Q;FM = 0. Glede na enacbo (2),
ravnina z enacbo le(/[ = 0 opisuje tocke na slikovni ravnini R, za katere
velja S = 0, torej tocke v neskonc¢nosti. Opisuje torej gori§éno ravnino
F. Ravnina z enacbo QlTM = 0 in ravnina z enacho Q2TI\7I = 0 opisujeta
tocke na slikovni ravnini R, za katere velja U = 0 in V = 0. Presek teh
dveh ravnin je premica, ki gre skozi opti¢ni center kamere C' in tocko o na
slikovni ravnini R (slika 4). Pri tem je potrebno poudariti, da v splosnem
ta premica ni opti¢na os kamere.

Slika 4: Vrstiéni vektorji matrike P podajajo goriséno ravnino in premico,
definirano z opti¢nim centrom in tocko o na slikovni ravnini.

Na tem mestu pa podajmo Se dve koristni informaciji, ki ju lahko izra-
¢unamo s pomocjo matrike perspektivne projekcije P in sta pomembni za
nadaljno razlago:

e Iz slike 4 je razvidno, da je opticni center kamere C' definiran kot
presek treh ravnin z enachami QM = 0, i = 1,2,3. C lahko torej
izracunamo tako, da resimo sistem treh linearnih enach:

e
#[¢]-a. @



Ce matriko P, ki je reda 3x4 zapiSemo kot [P p|, pri cemer je P
matrika reda 3x3, p pa vektor reda 3x 1 in predpostavljamo, da je rang
matrike P enak tri, potem lahko opti¢ni center kamere izracunamo kot:

C=-P'p, (7)
pri éemer je po enachi (5) vektor p = [q14, g24, q34] .

Zaskrbljenost, ker racunamo evklidske koordinate tocke iz matrike 13,
ki je definirana zgolj do skalarnega faktorja natancno, je odvec, saj ¢e
P nadomestimo z )\f’, Pz Apin P!z 1/AP~!, vidimo, da se rezultat
tocke C ne spremeni.

e Formalno v P? (projektivni ravnini) ni razlike med toc¢kami in pre-
micami — tocke in premice predstavimo na enak nacin. Ta lastnost
je znana pod imenom Princip dualnosti: Na tocko, predstavljeno s
koordinatnim vektorjem x, lahko gledamo kot na mnozico premic, ki
gredo skozi njo. Te premice predstavimo s koordinatnim vektorjem u,
za katerega velja uTx=0. Inverzno pa velja, da lahko na premico u
gledamo kot na mnozico tock x, za katere velja ista enacba.

Na podlagi tega velja naslednji izrek, ki ga bomo potrebovali v nadal-
jevanju:

IZREK 13

Premico, ki gre skozi tocki my in mq, zapiSemo kot vektorski produkt
mi1 X ma.

Drugo uporabno informacijo dobimo iz enacbe 3D premice, ki je dolo-
¢ena s slikovnim elementom m (v prostoru) in opti¢nim centrom C. To
premico imenujemo opti¢ni zarek, ki ga definira tocka m na slikovni
ravnini. Po enacbi (7) poznamo Ze tocko C, ki lezi na tej premici,
druga tocka, ki lezi na tej premici pa je tocka v neskonénosti ]5, katere
projektivne koordiante so [DT,0]T.* Po enachi (4) za D velja:

m=PD=PD = D=P 'm. (8)

2.2 Notranji parametri kamere

Ce spremenimo izhodisée koordinatnega sistema slike in uvedemo razli¢ne
enote za slikovne osi k, in k,, dobimo tri notranje parametre kamere: koor-
dinati starega izhodis¢a ug in vy ter kvocient k, /k,.

3Dokaz si lahko ogledate v [2], na strani 15.

1D je tocka preseka omenjenega opti¢nega zarka in ravnine v neskonénosti [2] (stran
25); po principu dualnosti v P (projektivnem prostoru) tocke in ravnine predstavimo na
enak nacin [2] (stran 23).
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Slika 5: Spreminjanje koordinatnega sistema slikovne ravnine. Star koor-
dinatni sistem ima izhodis¢e v tocki ¢, ki jo dobimo kot presecisce opticne
osi s slikovno ravnino in ima na obeh oseh enake enote. Sedaj gremo iz
starega koordinatnega sistema v novi koordinatni sistem, ki ima izhodisce
V ¢, in lahko ima razlicne enote na oseh (zaradi lastnosti kamere, s katero
zajemamo podatke).

Iz slike 5 je razvidno, da za slikovni element m velja:

G, = ¢ + cim (9)

cmi lahko sedaj v starem koordinatnem sistemu zapisemo kot €m = wugqrqi+
Vstaral, zaradi spremembe velikosti enot na novem koordinatnem sistemu pa

velja i=sl in j=sJ, kjer je
< ky O
0 ke |

Ce €,¢ oznacimo kot vektor translacije t, lahko enacbo (9) zapisemo kot:

Cnﬁi = C? +cmi = CW + Ustaral + 'Ustaraj =
= C? + ustaraSI + UstaraSJ =t+ UstaraSI + UstaraS'L

kar je v projektivnih koordinatah enako:

I‘flnova = ﬁrﬁstara 5 (10)

kjer je H matrika reda 3x3:

Ker po enacbi (4) velja:



Mstara = Psta’/‘aM )

sledi, da je

f)nova = I:If)stara . (11)

Ce oznagimo koordinate t z (ug,vp), potem velja:

_ —fk‘u 0 U 0
Prove = 0 —fky vy O . (12)
0 0 1 0

Za konec pa, zaradi nadaljnih izpeljav, definirajmo Se normaliziran ko-
ordinatni sistem kamere, ki nam omogoca normalizacijo koordinat slikovne
ravnine. Ta koordinatni sistem nam pride prav pri stereo aplikacijah (po-
glavje 3), saj nam omogoca, da lahko ignoriramo specifiéne lastnosti kamer
in gledamo na njo, kot da je idealna. Glede na enac¢bo (12), spremenimo
slikovni koordinatni sistem tako, da lahko P zapiSemo kot:

3 1 000
Powa=|0 1 0 0 (13)
0010
Glede na enacbi (11) in (12) ima H sedaj naslednjo obliko:
1
~ _fku (1) fﬂ;cb
Vi
H= 0 —m 7=
0 0 1
Po enacbi (10) tako dobimo novi slikovni koordinati:
U/ — uU—uQ
o — Dtn - (14)
7fk-,v

Iz slike 6 je razvidno, da ravnina, ki je vzporedna s slikovno ravnino in je
za enoto oddaljena od optitnega centra kamere, skupaj z opti¢nim centrom
definira t.i. normalizirano kamero.

Vidimo lahko, da je normalizirana slikovna ravnina na drugi strani opti-
Cnega centra C, torej je tukaj slika, v primerjavi z originalno, invertirana.
Po enacbi (4) oziroma enachi (2), v kateri uporabimo enacbo (12), velja:

~fky 0wy O
0 —fk‘v Vo 0
0 0 10

U
v
S

— N e 8

in po enachi (3) velja:
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normalizirana
slikovna
ravnina

¢ ; realna
c slikovna

\ ravnina

Slika 6: Relacija med realno (pravo) in normalizirano slikovno ravnino.

*fk;u% + uo
—fk‘v% + g

Za normalizirano situacijo pa po enac¢bi (4) oziroma enacbi (2), v kateri
uporabimo ena¢bo (13), velja:

U<l

v

U 100071]"
V| = 100 Z
S 00 10
1
in po enachi (3) velja:
Uu_z
v
v STz

Za ky in k, po enacbi (14) in zgornjih enacbah tako velja:

LT
<
<)

by =
ky =

7.
[y
cwl&z

|
~
RS
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2.3 Zunanji parametri kamere

S spremembo polozaja in orientacije kamere v prostoru dobimo Sest zunanjih
parametrov kamere, tri za rotacijo R (matrika velikosti 3x3) (dodatek A)
in tri za translacijo T (vektor velikosti 3x1).

Z
K
Y
I o J
X
® M

Slika 7: Spreminjanje koordinatnega sistema 3D prostora.

Kot je razvidno iz slike 7, gremo iz starega koordinatnega sistema z
izhodiséem v opticnem centru C' v nov koordinatni sistem z izhodis¢em v
tocki O z rotacijo R in translacijo T=CO. Glede na notacijo slike in po
podobnem principu kot v primeru notranjih parametrov, velja:

CM = CO + OM .

Ce izrazimo OM v novem koordinatnem sistemu, dobimo:

OKT = ZTnoval + ynovaJ + Znova K 5

ob upostevanju rotacije R iz starega koordinatnega sistema v novi koordi-
natni sistem, pa velja:

I=Ri, J=Rj, K=Rk.

Ce sedaj zapisemo vektor CO v starem koordinatnem sistemu kot T=[t,, ty, tZ]T

velja:

12
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CKT = (ﬁ + OKT =T+ ()I;i =T + Zpoval + ynovaJ + Znova K =
=T+ xnovaRi + ynovaRj + ZnovaRk

Tnova
=T+R Ynova

Z’I’LOU(Z

Na podlagi zgornje ena¢be v homogenih koordinatah dobimo:

Mstara = KMnova ) (15)
kjer je K® matrika reda 4x4:

~ R T

i - l o ] |

Racunski primer vpliva zunanjih parametrov kamere na 3D tocko je po-
dan v dodatku B.
Po enacbi (4) in enacbi (15) velja:

m = PstaraMstara = PstaraKMnova )

torej velja, da je

Pnova = PstaraK .

2.4 Povzetek

Zapisimo enacbo, ki pove, kako se spreminja matrika perspektivne projekcije
P, ko prestavimo koordinatni sistem slikovne ravnine in/ali 3D prostora:

Pnova = I:If)staraK .

3 Stereo vid

Stereo vid predstavlja zelo pomemben prakticen problem rac¢unalniskega
vida: rekonstrukcija 3D koordinat tock na sceni iz dveh (ali ve¢) slik, zajetih
s kamerama, za kateri poznamo relativno lokacijo in orientacijo v prostoru®
(kalibrirani kameri [2] (stran 51)).

Osnovni problem stereo vida je prikazan na sliki 8. Tockasti kameri
tvorita sliki Ry in Ro (slikovni ravnini), v katerih se fizi¢na tocka M pres-
lika v to¢ki mq in me. Opraviti imamo s tremi koordinatnimi sistemi: dvema

K je matrika, katere determinanta je razliéna od ni¢ in definira linearno transformacijo
(kolineacijo) iz P* v P3. [2] (strani 10 in 26)
5Poznamo torej matriki P, torej tudi notranje in zunanje parametre obeh kamer.

13
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Slika 8: Problem 3D racunalniskega vida.

slikovnima koordinatnima sistemoma ((u1,v1) in (ug,v2)) in 3D koordinat-
nim sistemom ((x,y, z)). Glede na formirani sliki R; in Rg, zZelimo resiti
naslednja dva problema:

Problem korespondence - Za tocko m; v slikovni ravnini R najdi kore-
spondenc¢no tocko meo v slikovni ravnini Ro. Korespondenca pomeni,
da tocki m1 in meo predstavljata sliko iste fizi¢ne tocke M.

Problem rekonstrukcije - Na podlagi dane tocke m; in tocke my izracunaj
3D koordinato fiziéne tocke M.

Problem korespondence je dvoumen: tocka m; iz slikovne ravnine R, je
lahko v korespondenci s katerokoli tocko ms iz slikovne ravnine Ry. Zato
uporabimo dolocene omejitve, s katerimi zmanjSamo Stevilo potencialnih uje-
manj za dano tocko m. Za nadaljne razumevanje snovi seminarske naloge
si bomo v nadaljevanju ogledali Epipolarno omejitev.

Resitev problema rekonstrukcije pa lahko po sliki 8 zapisemo kot prese-
¢isée premic, ki sta definirani s tockama C in m; ter Cs in mo.” Seveda
je rezultat mocno odvisen od natanc¢nosti kalibracijskega postopka sistema
kamer, torej kako natanéno poznamo lokacijo 3D tock Cy in Cy (opti¢nih
centrov) in slikovnih ravnin R; in R2 v 3D koordinatnem prostoru. O
rekonstrukciji 3D to¢k bomo veé spregovorili v poglavju 3.5.

14
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Slika 9: Epipolarna geometrija.

3.1 Epipolarna omejitev

1z slike 9 je razvidno, da vse mozne 3D fizi¢ne tocke M, ki ustvarijo dano
slikovno tocko m1, lezijo na neskonénem poltraku, ki je definiran s tockama
m1 in C1. Posledica tega je, da vse mozne koresponden¢ne tocke my iz
slikovne ravnine Ro toc¢ki m; lezijo na sliki tam, kamor se ta poltrak preslika.
Na sliki R5 se ta preslikan poltrak imenuje epipolarna premica eps tocke myq,
ki gre skozi tocko F». Fs se imenuje epipol in predstavlja presecisce premice,
ki je definirana s tockama C4 in Cy ter slikovne ravnine Ro. Na tocko Eo
slikovne ravnine R lahko gledamo tudi kot na preslikavo opti¢nega centra
C4 prve kamere na slikovno ravnino Ro.

Ustrezna omejitev tako pravi, da ob dani toc¢ki mq iz slikovne ravnine R,
mozne korespondencne tocke na slikovni ravnini Ry lezijo na premici. Tako
smo zmanjSali preiskovalni prostor iz dveh dimenzij na eno. Epipolarna
omejitev je seveda simetri¢cna. Epipolarni premici ep; in eps dobimo kot
rezultat presecisca slikovnih ravnin Ry in Ry z ravnino, ki je definirana s
tockami C, Cy in M. To ravnino imenujemo epipolarna ravnina tocke M.

Velikokrat zaradi enostavnosti obravnave sistema predpostavljamo, da
sta slikovni ravnini R; in Re vzporedni s premico, ki je definirana s tockama
(1 in (5. Na ta nacin greta oba epipola v neskonénost, epipolarni premici
ep1 in epy pa sta vzporedni. SploSen primer izraCuna epipolarne premice je
podan v naslednjem poglavju, tukaj pa si oglejmo, kako je le-ta dolo¢ena v
tem posebnem primeru: Kot re¢eno sta preseciséi epipolarne ravnine tocke
M in slikovnih ravnin Rq in R epipolarni premici ep; in epo, ki sta vz-
poredni. Torej je epipolarna premica v tem primeru dolo¢ena zZe zgolj z eno
tocko (enacba (16)) in omenjenim dejstvom vzporednosti s premico, ki je
definirana s tockama C4 in C5. Pri delu v normaliziranem koordinatnem
sistemu (poglavje 3.3) pa vemo, da je translacija dovoljena le po osi z in osi
y, ne pa tudi po osi z (sicer ne velja ve¢ pravilo vzporednosti s premico, ki

"Kako vemo, da ti dve premici nista mimobezni? Dokaz se skriva v epipolarni omejitvi,
predstavljeni v naslednjem poglavju; bodite pozorni na pojem epipolarna ravnina tocke
M. [2] (izrek na strani 24)
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je definirana s tockama Cj in Cb), rotacija pa je (iz istega vzroka) omejena
le na os z.
3.2 Racunanje epipolarne geometrije
Po enachi (4) velja:
Ihl = 131M in l’hg = f)QM .
Kot sledi iz ena¢be (6), dobimo koordinati obeh optiénih centrov Cj

(¢ = 1,2) v 3D prostoru tako, da resimo naslednja sistema treh linearih
enach:

PM=0, i=1,2.

Epipole F; izracunamo po enacbi:

éizf’i[?} =12, A

saj je epipol E; projektivna preslikava opti¢nega centra kamere j na slikovno
ravnino ¢. 7Z €; v tem primeru oznac¢imo epipol FE;, zapisan v homogenih
koordinatah projektivne ravnine P2.

Sedaj pa si oglejmo, kako lahko izra¢unamo epipolarno premico eps, ¢e
poznamo slikovno tocko mq. Premica je definirana z dvema tockama:

e Epipolom FEs, za katerega po enacbi (4) in enacbi (7) velja:

o~ —~ —~ — _1~
& = P,C, = Py [ Pll P1

e Drugo tocko (1hy) dobimo s pomoéjo tocke v neskonénosti D optiénega
zarka (ta je, kot rec¢eno, dolocen s slikovnim elementom m; (v pros-
toru) in opti¢nim centrom C1), torej tocko, ki jo dobimo s presekom
opti¢nega zarka z ravnino v neskoncnosti (stran 8). Glede na enacbi
(4) in (8), dobimo tocko mag, ki je preslikava tocke D na drugo slikovno
ravnino, po naslednji enacbi:

iy = PoM = P,D; = PyD; = PoP'm; . (16)
Projektivna predstavitev eps je sedaj, po izreku 1 (stran 8), enaka vek-
torskemu produktu €2 x ms.

Ce vektorju &y priredimo matriko Eo, za katero velja:

Egy = €9 Xy, za vsak vektor y ,
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potem lahko €2 x mg po enachi (16) zapisemo kot:

éQ X l’hg = Egﬁlg = EQPQPIlﬁll = Fﬁll . (17)

Elementi matrike Ey so pri tem razvidni iz naslednje enacbe:

a _ 0 —c b
ég = b = E2 = C 0 —a . (18)
-b a 0

Vsak slikovni element meo, ki lezi na epipolarni premici eps, katero doloca
slikovni element m1, tako zadovoljuje enacbo® (epipolarna omejitev):

m] Friy =0, (19)

ki se imenuje Longuet-Higginsova enacba in jo bomo s pridom uporabili v
nadaljevanju.

3.3 Delo v normaliziranem koordinatnem sistemu

i

ol KT

) !
&

(Ostar
(OHOV)

Slika 10: Dve kameri in njuni normalizirani slikovni ravnini.

Ce uporabimo normaliziran model kamere (poglavje 2.2) in predpostavi-
mo relacije iz slike 10, se opis epipolarne geometrije poenostavi. Uporabimo
notacijo, ki smo jo uporabili v poglavju 2.3: T = (TC;, R[i,j, k| =[1,J,K],
matrika K pa je enaka:

P, zapiSemo kot:

8Natancnejsa razlaga je podana v poglavju 3.4.
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_ 1
P,=1]0
0

S = O

0
0
1

o O O

M@trika f’g v novem koordinatnem sistemu Co XY Z je enaka f’lg. Ma-
trika Py izrazena v koordinatnem sistemu Cjxyz pa je enaka:

f)l = ﬁQK = f)g = f)lk_l = {RT — RTT} .

Sedaj lahko izracunamo koordinati epipolov Ej in Fjs:

. == = |CC - | T
81:P1C2:P1l 112‘|:P1[1‘|:T,

. == =10
62:P2C1:P2[ 13

] =-R'T.

Ce slikovni element predstavimo z m; = [u}, ], l]T, je epipolarna pre-
mica epy, glede na zgornje enacbe in enacbo (17), sedaj predstavljena z
enacho:

62 X Ihz = ég X Pngll’}ll = —RTT X RTﬁll s

1

kar je projektivno!? enako:

RT(T x my) .

Podobno velja tudi za my = [ub, vh, 1]T, kjer je epipolarna premica ep;
predstavljena z enacbo:

él X ﬁll = él X Plpglﬁlg =T x Rﬁlg . (20)

3.4 Dolocanje odmika kamere na podlagi korespondence tock

Predpostavimo, da imamo opravka z normaliziranim koordinatnim siste-
mom, kar torej pomeni, da moramo kalibrirati kamero in izracunati njene
notranje parametre. Ti definirajo transformacijo slikovnih koordinat v nor-
malizirane slikovne koordinate. S transformacijo dobimo normalno kamero
z enotsko goriséno razdaljo f in koordinatni sistem Czyz z izhodis¢em v
opticnem centru kamere (slika 6). Na premik kamere lahko tako gledamo
kot na premik tega koordinatnega sistema. Odmik D; iz koordinatnega
sistema ene kamere v koordinatni sistem druge kamere, kar je ekvivalentno
premikanju kamere iz lokacije in orientacije ob ¢asu t; v lokacijo in orientacijo

9Smo v normaliziranem koordinatnem sistemu; notranji parametri kamere ostajajo
enaki, spremembe zunanjih parametrov pa tukaj ne upostevamo.
10Uprabljamo homogene koordinate.
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ob casu t;41, opisemo kot rotacijo (R) okoli osi, ki gre skozi C;, kateri sledi
transformacija t = C;C;41.

c (R, t) ¢

Slika 11: Omejitev parametrov gibanja, ki jih dobimo iz korespondené¢nih
tock.

Kot je razvidno iz slike 11, se 3D tocka M preslika v korespondenéni
slikovni tocki m in m/. Sedaj nas zanima, kaksna omejitev velja za R in t7
Iz slike je razvidno, da sta tocki m in m’ v korespondenci le v primeru, ¢e so
prostorski vektorji m:C—r—ﬂ, m'=C'm’ in t=CC’ koplanarni. Ce zelimo to
omejitev zapisati v obliki ena¢be, moramo te vektorje najprej prestaviti v
skupni koordinatni sistem. Za vektor m’, ki je izrazen v koordinatnem sis-
temu druge kamere, velja, da je enak vektorju Rm’ v koordinatnem sistemu
prve kamere (poglavje 2.3). V koordinatnem sistemu prve kamere lahko
torej omejitev zapisemo kot!!:

m-(tx Rm')=0.

Na podlagi zgornje enacbe in enacbe (20) lahko epipolarno omejitev v
koordinatnem sistemu prve kamere zapiSemo kot:

ﬁll'(tXRﬁlg):O.

Ce vektorju t priredimo matriko T, za katero velja isto kot za matriko
v enacbi (18), potem lahko omejitev zapisemo kot (enacba (19)):

m] TRmy = m] Emy =0 . (21)

"Enaébo dobimo na podlagi dveh pravil: rezultat vektorskega produkta je vektor, ki je
pravokoten na ravnino, katero tvorita ta dva vektorja, skalarni produkt dveh pravokotnih
vektorjev pa je enak nic.
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Osnovna matrika E (ang. essential matriz) predstavlja osnovo linearne
metode za izracun odmika D;, ki se imenuje Algoritem osmih tock (ang.
The eight-point algorithm). Ta ob znanih korespondencnih tockah na izhodu
poda R in t'2.

Preden pa si ogledamo to metodo v detajlih, pa na kratko naprej opisimo,
kako poiS¢emo ustrezne korespondencne tocke.

3.4.1 Iskanje korespondenc¢nih tock

Veliko je raziskav korelacijske tehnike intenzitetnih podrocij slik za komer-
cialne aplikacije stereofotogrametrije, hkrati pa le-te predstavljajo ene naj-
starejsih metod ra¢unalniskega vida.

Uo Ug+ 7

Slika 12: Princip korelacijske metode.

Princip korelacijske metode je razviden iz slike 12. Da bi nasli koordinati
slikovnega elementa na drugi sliki, ki ustrezata koordinati (ug, v) slikovnega
elementa na prvi sliki, raéunamo korelacijo C12(7) kvadratnega okna ve-
likosti (2P +1) x (2N +1), katerega sredisce je (up, vo), z drugo intenzitetno
sliko vzdolz vrstice (v2 = vp). Pri tem seveda upostevamo izra¢unano epipo-
larno premico. Krivulja Cj2(7) ima navadno en maksimum, ki ga dosezemo
v tocki 7. Dispariteto!® slikovnega elementa (ug,vg) tako izenac¢imo s 7.

Ena izmed pomankljivosti te metode je predpostavka, da so epipolarne
premice vrstice slike. Ce vhodne slike ne ustrezajo tej zahtevi, moramo slike
predhodno procesirati s postopkom izravnave (ang. rectification).

12y nadaljevanju predpostavljamo, da je t# 0 ([2], stran 249).

13Definicija disparitete v primeru vzporednih kamer: ob danem slikovnem elementu m;
s koordinatama (u1, vl) v prvi slikovni ravnini in korespondenénim slikovnim elementom
ma s koordinatama (us2,v2) v drugi slikovni ravnini, je dispariteta definirana kot razlika

V2 — V1.
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Ker korelacija in izravnava presegata namen te seminarske naloge, si
lahko bralec ve¢ o teh metodah prebere v [2] (stran 188).

3.4.2 Algoritem osmih tock

Na podlagi dejstva, da je enacba (21) linearna in homogena glede na koefi-

ciente matrike E, sta Longuet in Higgins razvila metodo, s pomocjo katere

lahko najdemo te koeficiente, ¢e imamo na voljo osem taksnih enacb.
Metoda je sestavljena iz dveh korakov:

e ocena matrike E

e izracun t in R iz E.

Ocena matrike E

Zapisimo X kot vektor velikosti 9x1:
T
X = [elT,e;F,e:sT} ,

kjer je e; i-ta vrstica matrike E.
Sedaj lahko enacbo (21) zapiSemo kot:

a'X =0,
kjer je a vektor velikosti 9x14:

T
~T ~T ~T

Ce imamo n korespondenénih parov tock, nam vsak par da enacbo tipa
Ty _
a X=0.

Ker je E, podobno kot t, definirana le do multiplikativnega faktorja
natancéno, imamo opravka le z osmimi neznankami. Torej je najmanjsa vred-
nost za n, s katero lahko ocenimo X, n = 8 (in od tod ime algoritma).

Enacbe tipa atX = 0 lahko zdruzimo:

AX=0, (22)

kjer je A, matrika velikosti nx9:

af
A=
a,
1Ker imamo opravka z normaliziranim koordinatnim sistemom, je m; = [z1,91, 1}T in

ﬁlg = [l‘g,yg, 1]T

21



Ce predpostavljamo, da obstaja v 3D prostoru mnozica tock Mj,..., Mg,
za katere velja, da je Ag reda 8, potem lahko iz ena¢be (22) dobimo vrednosti
koeficientov X. Tako dobimo oceno matrike E.

Izracun t in R iz E
Naj bodo ¢; in r;, i = 1,2, 3, vektorji kolon matrik E in R. Iz enacbe
E=TR (po enachi (21)) sledi, da je ¢; = t X r; za vsak i. Iz tega sledi,

da so vsi trije kolonski vektorji E pravokotni na t, torej je t vzporeden z
vektorskim produktom dveh c¢;. To dejstvo dolo¢i t do predznaka natanéno:

t::l:C1><CQ.

Ce poznamo predznak ene od komponent t (na primer t3), poznamo tudi
predznak t.
1z relacije ¢; =t x r; lahko sedaj izrazimo:

Ci X Cjt1 = (ri+2 t)t ’ i = 172737
kjer je rijo = T Matrika kofaktorjev E* matrike E je dana

i+1) mod 3)+1-
kot:

E* = [CQ X €3,C3 X C1,C1 X CQ]T =

= [(r1 - )¢, (ra - t)t, (r3 - t)t] " =
= (t(RTt)T)T — (ttTR)T )

Na podlagi naslednjega izreka

IZREK 2
Za matriko E=TR. velja, da je matrika EET odvisna le od translacijskega
vektorja t.

velja:
TE=T’R=tt"R — (t - t)R,
od tod pa sledi:

(t-t)R=E* —TE,

kar nam da R v odvisnosti od E in t.

3.5 Rekonstrukcija 3D tock

Oglejmo si linearno metodo rekonstrukcije:
Predvidevajmo, da imamo dve sliki iz dveh kamer, na katerih smo nasli
korespondenéni tocki my in mg, ki imata koordinati (u1,v1) in (ug,v2).

5Dokaz si lahko ogledate v [2], na strani 250.
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Ce s pij oznacimo elemente (znane) matrike P, dobimo iz enacbe (4)
naslednje enacbe:

U= puX+p2Y +pi3Z+puT
V= puX +prY + psZ+ puT
S = p31X +p32Y +p33Z +p34T .

Za prehod iz projektivnih koordinat v evklidske koordinate upostevamo
enacbo (3) in izberemo X =z, Y =y, Z =z in T = 1. Dobimo:

w(p31 + P32y + P33z +p3a) = pux + P2y + pi3z + pua
V(p312 + P32y + P33z + p3a) = P2+ paoy + P23z + poa

kar lahko zapisemo kot:

(P11 — upsi)x + (p12 — ups2)y + (P13 — upss)z +pa —upza = 0
(P21 — vp31)x + (p22 — vp32)y + (P23 — vp33)z +poa —vpss = 0.

V dobljenih enacbah poznamo koeficiente p;; ter slikovne koordinate
(u,v). Ko v ena¢bi vstavimo vrednosti p;j,, pij, %, (u1,v1) in (ug,v2), do-
bimo sistem §tirih linearnih enacb s tremi neznankami. ReSitev tega sistema
nam da iskane 3D koordinate (z,y, z) tocke, katere rekonstrukcijo smo iskali.

Posplositev postopka na n slik je ocitna.

V dodatku C je podana skica racunskega primera celotnega postopka
rekonstrukcije 3D tocke.

6Matriki Py in Py morata biti izrazeni v istem koordinatnem sistemu (stran 18).
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Dodatki

A 3D rotacija

A.1 Splosne lastnosti rotacijske matrike

Rotacijo 3D vektorja v v 3D vektor v’ lahko predstavimo z linearno trans-
formacijo, ki je definirana z matriko R, velikosti 3 x 3:

za katero velja:

RRT=RTR =Tin det(R) =1,

kjer je I matrika identitete. Prva enacba nam pove, da je inverz matrike
R enak transponirani matriki R, druga enac¢ba pa nam pove, da transfor-
macija ohranja relativno orientacijo referenénega okvirja (osi koordinatnega
sistema). [2] (strani 20, 21, 29 in 143)

Matrika R, za katero velja prva enaCba oziroma lastnost, se imenuje
ortogonalna. Lastnost ortogonalnosti si lahko lazje predstavljamo, ¢e v in
v/ izrazimo v dveh medsebojno ortogonalnih koordinatnih sistemih, ki sta
definirana z enotskimi vektorji e1, eq, €3 in €}, €, 5. Iz zamisljenega sledi,
da je element 7;; matrike R enak kosinusu kota, ki ga definirata enotski

vektorj e; in e}:

_ T 7
Tij—eiej.

Na podlagi enacbe RRT = RTR = I in zgornje enacbe, velja:

3 3 .
0, i1#k
wa=2mm:{ 1 zikz ’
j=1 j=1 '
torej vrstice (in kolone) matrike R so medsebojno ortogonalni vektorji enotske
dolzine [2] (stran 143):

0, i#£j . . o
riTer{l’ zj‘; , 4,7 =1,23, i<7j,

kjer smo z r; (i = 1,2,3) oznacili vrsticne (kolonske) vektorje matrike R.

Devet elementov matrike R torej ustreza zgornji relaciji, ki tvori Sest
neodvisnih omejitev. To nam zmanjsSa Stevilo prostostnih stopenj (para-
metrov) 3D rotacije na 9-6=3 [6]. Obstaja ve¢ parametrizacij matrike R:
rotacija okoli koordinatnih osi, rotacija na osnovi osi in kota, rotacija na
osnovi Eulerjevih kotov, rotacija na osnovi kvaternionov itd. V nadaljevanju
pa si oglejmo prvo.
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A.2 Rotacija okoli koordinatnih osi

3D rotacijo lahko izrazimo kot zaporedje treh rotacij okoli koordinatnih osi
e1, e in e3: okoli koordinatne osi e (z os) za kot oz”, okoli koordinatne osi
e (y os) za kot (3 in okoli koordinatne osi ez (z os) za kot «. Ti koti tako
predstavljajo tri parametre matrike R, vsaka rotacija pa je predstavljena z
rotacijsko matriko R, ki rotira okoli osi e;:

10 0
Ri(a) = 0 cosa —sina
0 sina cosa
[ cos 6 0 sing ]
Ro(a) = 0 1 0
—sinf 0 cosf
I cosy —siny 0 ]
Rsa) = siny cosy 0
0 0 1

Matriko R, ki opisuje celotno rotacijo, dobimo z zmnozkom matrik R; 18,

R=RiR2R3 =
cos 3 cosy —cos (siny sin 3
sinasin B cosy + cosasiny —sinasin@siny + cosacosy —sinacosf
—cosasinfcosy +sinasiny  cosasin G siny + sin a cos 7y COS (L COS Y

Izracun kotov «, (8 in 7 je na podlagi prejSnjega poglavja enostaven,
vendar pa se moramo v primeru, da smo matriko R dobili kot izhod neke
numeri¢ne metode, vedno prepricati, da je dobljena matrika R res ortogo-
nalna.

B Racunski primer vpliva zunanjih parametrov ka-
mere na 3D tocko M

S spremembo polozaja in orientacije kamere v prostoru dobimo torej Sest zu-
nanjih parametrov kamere, tri za rotacijo R in tri za translacijo T (poglavje
2.3). Vzemimo ilustrativen primer, v katerem za tri parametre rotacije (do-
datek A) velja: a=180°, 8 = v = 0°, vektor translacije pa naj bo dolo¢en
s T=[1,1,1]T. Zanima nas, kaksne so nove koordinate 3D tocke M, ki je v
starem koordninatnem sistemu imela koordniate Mg;qr,=(10,10,10).

17V katero smer vrtimo? Ce “primemo” koordinatno os za pudcico, potem moramo
zavrteti koordinatni sistem okoli te osi za dani kot v smeri urinega kazalca.

18Pri tem je seveda vrstni red mnozenja pomemben, saj nam drugacno zaporedje da
drugacen rezultat v odvisnosti od kotov «, @ in «. Torej tukaj obstaja Sest razlicnih
nacinov sestavljanja matrike R.
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Resitev:
Po enacbi (15) velja:

kjer je

1 0 0

R = -1 0

0 0 -1

Ko izrac¢unamo
1 0 0o -1
~ 0 -1 0 1
-1 _
K= o 0 -1 1 ’

0 O 0 1

dobimo M,,0p6=(9,-9,-9)!

C Skicaracunskega primera rekonstrukcije 3D toc-
ke

Podane imamo naslednje podatke'®:

e Delamo z normaliziranima kamerama (poglavje 2.2).

Izhodisce 3D prostora je v opti¢nem centru prve kamere.

e Tocka mg na normalizirani slikovni ravnini Ry (poglavje 3.3) druge
kamere:

Translacijski vektor med dvema koordinatnima sistemoma kamer:

1_3]T .

t=51
[a72

19Celoten postopek je zapisan tudi v datoteki programa Mathematica: 3DRec.nb.
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e Rotacijska matrika med dvema koordinatnima sistemoma kamer, kjer
so parametri a =y = 0°, § = 270° (dodatek A):

-1
0

0
R=1|0
1 0

O = O

Sedaj nas zanimajo 3D koordinate tocke M, ki se preslika v koordinat-
nem sistemu druge kamere v tocko mo.

Resitev:
Po enacbi (21), kjer je T po enacbi (18) enak:

0 -3 1
T=| %2 0 -5/,
-1 5 0
velja:
m{ TRm; =
0 —-¥ 1 00 -1]]34%
mf | ¥ 0o 5|01 0 0=
-1 5 0 10 0 1
1
8
mi | =3 | =0
1

Tocko m; = (u,v) na slikovni ravnini prve kamere zapisemo v projek-
tivnih koordinatah kot (u,v, 1), pri ¢emer za u in v po zgornji enacbi velja:

1 8
Mozni kandidati za tocko mq na slikovni ravnini prve kamere tako izpol-
njujejo zgornji pogoj (epipolarna omejitev). S pomocjo korelacije dobimo
korespondenc¢no tocko (poglavje 3.4.1) my, ker pa korelacijska metoda pre-
1 1)20‘

sega namen te seminarske naloge, zapisimo m; = (=, =

Ker se nahajamo v normaliziranem koordinatnem sistemu, vemo, da je:

v

_ 1
Pi=10
0

o = O

0
0
1

o O O

20Tq tocka je dobljena iz realne situacije: preslikava 3D tocke M = (1,1,7).
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Vemo tudi, da je matrika P2 v novem koordinatnem sistemu Cy XY Z
enaka matriki P1 Matrika P2 izrazena v koordinatnem sistemu Cizyz pa
je tako enaka:

Pi=PK = P,=P,K'= [RT - RTt} :

kjer je K matrika kolineacije (stran 13):

~ R ¢t
c-[5]
P, je torej enaka:
3 0o 01 —%
P,=| 0 1 0 -1
-1 0 0 5

Sedaj poznamo slikovne koordinate tock mi in mg ter vrednosti ele-
mentov matrik P1 in Pg, zato lahko izracunamo 3D koordinate tocke M
(poglavje 3.5) tako, da te podatke vstavimo v enacbi:

(p11 — ups1)x + (p12 — ups2)y + (P13 — up3z)z + pia —upzs = 0
(P21 — vp31)x + (p22 — vp32)y + (P23 — vp33)z +paa —vpss = 0.

Resiti moramo torej sistem Stirih linearnih enacb s tremi neznankami:

—%7+%x+z =
—1+y

1
r — =z
{

I
coc oo

— 72

ki nam dajo resitev:

M = (1,1,7).
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